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| RARTEN
1. Betrakta vidstaende NFA. a b //r 1 b
a
\ }A//b

a) Konstruera med hjalp av delméngdskonstruktionen en DFA ekvivalent med NFA:n.
b) Ar den resulterande DFA:n minimal? Om ej, minimera den!
c) Konstruera ett reguljart uttryck for automatens sprak.

LOSNING

a) Delméngdskonstruktionen ger nedanstaende DFA. Till hoger med nya tillstandsnamn.
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b) Den é&r inte minimal. A, C gar ndmligen inte att sérskilja med a eller b. Detsamma géller
D, E.

{A, B, C, D, E)
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{4, ¢, D, E} {B)
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{4, ¢} {D, E}
Resultatet av ovanstaende minimering blir
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c) Med hjalp av tillstandselimination far man t.ex. (a b U bt a)* b*.
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2. Betrakta foljande kategorier av sprak
e reguljara, e inte reguljara, men sammanhangsfria, e inte sammanhangsfria.
Placera (med motiveringar) nedanstaende sprak 6ver {a, b} i ratt kategori.
a) L;={w | Antal(a, w) = 2-Antal (b, w)},

b) Ly = {w | Antal(a, w) = gAntal(b, w)}’
c) Lg={w | w = zyoch Antal(a, ) = Antal(a, y)}.

PS. Antal(a, w) betecknar antalet a-forekomster i w.

a) L tillhor den andra kategorin.

Bristen pa reguljaritet foljer t.ex. av att a? N vV inte kan pumpas pa nagot satt inuti a-blocket

utan att man faller ur spraket. (En urpumpning av a:n leder ju till att det blir for fa a:mn.)

Men L; ar sammanhangsfritt. Har ar en CFG for spraket: S — 5.5 | aSbSa|aSaSb|bSaSa|e

Motivering: Forst kan man konstatera att varje regel ger dubbelt sa manga a som b. Darmed

producerar reglerna enbart strangar ur L. Men produceras samtliga w e Ly?

Fa se .... Betrakta en godtycklig strang w € L. Vi ska visa att w kan beskrivas med reglerna
ovanfor.

Tomt w beskrivs av basfallsregeln S — .

Icketomma w da? De kortaste, vilka ar a ba, a a b och b a a, beskrivs onekligen av reglerna, eller
hur!

De kan ocksa beskrivas grafiskt som i figuren nedanfor, dar a representeras av en uppatpil och b

av en dubbelt sa lang nedatpil.
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Betrakta nu ett godtyckligt icketomt w och dess grafiska representation.

Antag forst att w borjar pa a och slutar pa a, dvs. att w = a z a for nagot x. Med balansresone-
mang inses att man vid lasning av z:et forr eller senare maste passera balanslinjen uppifran och

nedat.

Ty 1) vid lasning av det inledande a:et tvingas man upp ovanfoér balanslinjen, och 2) vid lasning

av det avslutande a:et nar man balanslinjen nedifran.

Dessa tva konstateranden sammantagna innebar att man nagonstans pa vagen mellan de tva
namnda a:na maste passera balanslinjen uppifran och nedat. Passagen av balanslinjen pa vag
nedat kan bara ske genom att endera en b-pil:s mitt moter linjen pa vag nedat, eller att en b-pils

spets traffar linjen (och ndmnda pil f6ljs av ytterligare en b-pil).
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Det betyder i sista fallet att vart diskuterad w i sjalva verket ar av typ S S dar det forsta S:et
representerar den del av w som lases fram till och med att man traffar balanslinjen inuti z, och

det andra S:et ar aterstoden av w.

I forsta fallet, nar en b-pils mitt traffar balanslinjen, kommer namnda b-pil fran den nivan ovan-
for linjen som det inledande a:et drev oss till, och den pekar pa den niva som det avslutande
a:et kommer ifran. Mellan inledande a och avslutande a finns darfor en strang av typ S S.

Alltsa ar w av typ a S b S a.

Detta avslutar diskussionen att w borjar pa a och slutar pa a. Pa motsvarande satt gar man
igenom de ovriga fallen.

b) Ly tillhér den tredje kategorin.

Bristen pa sammanhangsfrihet foljer t.ex. av att w = a2K vE inte kan pumpas pa nagot satt i
nagot enda block av langd K utan att man faller ur spraket. Det senare forklaras av att ingen
upp-pumpning kan bibehalla det givna forhallande mellan antalet a:n och antalet b:n, om
pumpblocket inte ar langre an K. Ty en upp-pumpning i ett K-block kan hogst ge K nya tecken.
Och det racker inte. Den narmast langre strangen i L, skall namligen ha

o+l = 99K — 9K 4 oK stycken a:n och K + 1 stycken b:n. (Det behovs saledes minst oK 11
nya tecken.)

c) Lg ar reguljart.

Det givna villkoret uttrycker namligen bara att antalet a:n i w skall vara jamnt. Har ar ett

reguljart uttryck for sadana w: b* UJ (b* a b* a)* b*.

3. Turingmaskinen

X /1

e e

#

ar en funktionsberaknande typ med inputalfabet {1}. Vilken funktion beraknar den?
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LOSNING

Maskinen beraknar funktionen Kvot(z, 2), for godtyckliga naturliga tal x, dar input och output

representeras unart.

MOTIVERING: Varje komplett varv i slingan fran R och tillbaka till R driver maskinen att (i
hoger ande) sudda bort en 1:a samt (i vanster dnde) forflytta lashuvudet ett steg till hoger:

H1"H — #1172 — #1117 418 — #11117 6
7 1 1 1

Efter m varv ser tapekonfigurationen ut sa har:

_m
Hl...%l”‘an (1)
—m__
(i) Om n ar jamn, sag att n =2k, sa ser (1) ut sa har H1 % 12k=2myg
Kk
Om antalet varv m sammanfaller med k, sa far vi &1 ...1H.

1

Darefter drivs maskinen att efter R ga den nedre vanstra overgangen till Ly;. Resultatet blir

k

—_—

H1..1#H
T

(ii) Om n ar udda, sig att n=2k+ 1, sa ser tapekonfigurationen istallet ut pa foéljande sétt

efter m varv:

m
g1 .. . 112k 1-2mpg
T

Om antalet varv m ater ssammanfaller med k, sa far vi

k

#1...118#
T

I detta lage drivs maskinen att ga halvvdgs in i slingan (fram till Ry L). Dérefter ar tapekonfigu-

rationen lika med

k

#H1...1X#H
T
Sedan drivs maskinen att ga den nedre hogra overgangen till Ly (samtidigt suddas X). Resul-

tatet blir
k

—_—

H1..1#H
T

Sammantaget har vi sett att vare sig maskinen kors pa n = 2 k ettor eller n =2 k+ 1 ettor, stan-

nar den med k ettor kvar pa tapen. Det innebar att Kvot(n, 2) = {SJ beraknas.
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4. Konstruera en alternativ men enklare grammatik an nedanstaende dito.

S—> AB

A—- AC|aC

B> CB| Ca
C-o¢|laCalaCb|bCal|bCh
bCb- C

ANM. Inom hierarkin reguljar < sammanhangsfri < restriktionsfri finns de enklaste
grammatikerna till vanster. Din grammatik skall beskriva samma sprak som den givna
grammatiken. Full poang erhalls enbart om en enklaste grammatik presenteras.

LOSNING

Med A-reglerna produceras a foljt av ett eller flera C'n, och B-reglerna ger pa motsvarande satt

ett eller flera C:n foljt av ett a.

Sa S-regeln tillsammans med ovanstaende regler sager att S ar av typ a C" a, dar n ar 2 eller

storre.

Med C-reglerna kan man producera alla strangar (6ver {a, b}) av jimn langd, &ven tom strang.
Den sista radens regel (b C'b —» () ar véardelds. Ty med dess hjalp kan man inte astadkomma
nagot som man inte klarar utan densamma. Varfor? Jo nar namnda regel “suddar” bort tva b:n,
far man en kortare strang av jamn langd med a:n i kanterna och varje strang av jamn langd

med a:n i kantern kan redan tillverkas utan namnda regel.

Sammantaget beskriver den givna grammatiken saledes spraket (6ver {a, b}) av strangar som

har jamn langd och som borjar och slutar pa a - ett reguljart sprak.

Hér ar en reguljar grammatik for spraket: S—aA, A-a|aaA|abA|baA|bbA.

5. Diskutera avgorbarheten for problemet “Innehaller L(M) enbart strangar av jamn langd?”
a) da M ar en godtycklig finit automat?
b) da M ar en godtycklig Turingmaskin?

LOSNING

a) Avgorbart. For given finit automat M med inputalfabet ¥ behdver man bara konstruera en
DFA for L(M) N 2(22)* och undersoka ifall den saknar accepterandetillstand pa vag fran start.

(En sadan DFA saknar accepterandetillstand omm svaret pa det givna problemet ar JA.)

b) Oavgorbart. Foljer av RICES' sats. Ty det givna problemet handlar om en icketrivial egen-
skap for Turingaccepterbara sprak - namligen egenskapen att innehalla enbart strangar av jamn
langd. FORMELLT: Lat ) vara mangden av Turingaccepterbara sprak som innehaller enbart
strangar av jamn langd. Det finns Turingaccepterbara sprak inuti Q (ex.vis {&}) och det finns
Turingaccepterbara sprak utanfor Q (ex.vis {a}). Da foljer enligt RICES' sats att ingen TM kan
avgora for godtycklig TM M ifall L(M) € Q.



